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                                                      4102/4102 : الموسم الدراسي                                        .تق رياضي + عتج + رياضي  3 :المستوى 

 10بطاقة رقم 

                                     تحليل  : ميدان التعلم 

 شايبي أمين: الأستاذ                                                                                                 الدوال العددية   :المحور 

   النهايات والإستمرارية : الدرس 

 .الكتاب المدرسي السنة الثالثة الجزء الأول , الكتاب المدرسي السنة الثانية  : المراجع الخاصة بهذا الدرس

 .التعريف مجموعة لمجالات)المنتهية غ أو المنتهية (الحدود عند لدالة منتهية غير أو منتهية نهاية حساب- :المستهدفة ءاتالكفا

 .دالتين المقارنة وتركيب أو النهايات على بالعمليات المتعلقة المبرهنات باستعمال نهاية حساب-   

 .لدالة قاربيالت السلوك دراسة  -                               
 . معطى حقيقي عدد f(x) = k , kللمعادلة  حلول وجود لإثبات المتوسطة القيم مبرهنة استعمال -                     
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 وضعیات من ننطلق
 تتعلق ذات دلالة

 بالدوال المدروسة
 و. الثانیة السنة في

بدوال  فقط نھتم
 مجموعة تكون

 أو تعریفھا معطاة
 التعیین سھلة

 مكتسبات تدعیم- 
 مفھوم التلامیذ حول

 في وضعیات النھایة
 مثلا النھایة)بسیطة 
عدد  عند المنتھیة
وتوظیف  .  aحقیقي 

 بسیطة أمثلة في ذلك
 إلى ثم توسع

 .وضعیات  أخرى
ذلك،  ولتوضیح

 تمثیلات على نعتمد
 بیانیة باستعمال

 برمجیات  مناسبة
 كالمجدولات كما

توظیف  یمكن
 :البیانیة الحاسبة
 نحو ذةالناف بإزاحة

یؤول  الیسار عندما
x  إلى

 نحو النافذة بإزاحة
 یؤول   الیمین عندما

x   إلى

 ھذه تستغل 
 المناسبة 

 بالمستقیم للتذكیر
 المقارب الموازي

محور  لحامل
 .الفواصل
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:   أو عند      0( نهـاية منتهية عند

l عدد حقيقي.  و  ;0x f دالة معرفة على مجال من الشكل تعريـف: 

كبير  x من أجل  )(xf l  يشمل كل القيم  l إذا كان كل مجال مفتوح شامل للعدد  هي   عند  f         نقول أن نهاية 

 . بالقدر الكافي      

lxf:  نكتب       )(lim ونقرأ :)(xf  يؤول إلىl  عندماx  يؤول إلى. 
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:   أو عند      2 ( نهـاية غير منتهية عند

 .  ;0x f دالة معرفة على مجال من الشكل تعريـف0: 

من أجل  )(xf ) يشمل كل القيم a R)  ;a إذا كان كل مجال من الشكل  هي   عند  f         نقول أن نهاية 

       x كبير بالقدر الكافي . 

)(lim:  نكتب       xf ونقرأ :)(xf  يؤول إلى  عندماx  يؤول إلى. 
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 .  ;0x f دالة معرفة على مجال من الشكل تعريـف2: 

من أجل  )(xf ) يشمل كل القيم b R)  b; إذا كان كل مجال من الشكل  هي   عند  f         نقول أن نهاية 

      x كبير بالقدر الكافي . 

)(lim:  نكتب       xf ونقرأ :)(xf  يؤول إلى  عندماx لى يؤول إ. 

                        x    
 .  ملاحظـة: نحصل على تعريفين مماثلين عند 

     تمرين تطبيقي: 

الدالة المعرفة على المجال fلتكن          ;3 62         :بـ)(  xxf 

)(lim:  أثبت باستعمال التعريف أن         xf. 

                                                     x    

     الـحـل:                                 

  .ددا حقيقيا موجباع aليكن         

من المجالx من أجل          ;3062 :، يكون لدينا x 

           ;)( axf      يعنيax 62       

262أي                                ax       

262ومنه                              ax       

إذن                             
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                               x   
    :ية منتهية عند عدد حقيقيانهـ( 3      

l عدد حقيقي .  و    bxxa ;; 00  دالة معرفة على مجموعة من الشكل f تعريـف: 
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x قريب  xf)( من أجل  l يشمل كل القيم  l إذا كان كل مجال مفتوح شامل للعدد  0x هي  عند  f         نقول أن نهاية 

 . 0xبالقدر الكافي من        

lxf:  نكتب       )(lim ونقرأ :)(xf  يؤول إلىl  عندماx  0يؤول إلىx. 

                      0xx 
    

     تمرين تطبيقي: 

الدالة المعرفة على المجال fلتكن          ;2 2(3        :بـ()( 2  xxf 

 .3ى يؤول إل xعندما xf)(دراسة سلوك نريد         

  0( ضع تخمينا. 
؟  01,4;99,3 xf)( إلى المجال  x بحيث ينتمي   2( في أي مجال يجب إختيار

. 10  r r عدد حقيقي حيث  )3 

بحيث  xتيارأي مجال يجب إخ في (أ         rrxf   ؟ )(4;4

 ؟  صغيرا بالقدر الذي نريد rماذا نستنتج علما أنه يمكن إختيار (ب       

     الـحـل:                                 
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rxrومنه                                                 121 

rxrوبالتالي                                                 1212 

إذن                              rrx  12;12      

 قريبا من xf)(وبالتالي يكون  الكافي بالقدر3منقريبا  xصغيرا بالقدر الذي نريد، يكون rعندما نختار (ب     

 .بالقدر الذي نريد 4          

lim)(4إذن                   xf 

                               3x 
     4( نهـاية غير منتهية عند عدد حقيقي:

.    bxxa ;; 00  دالة معرفة على مجموعة من الشكل f تعريـف: 

من أجل  )(xf ) يشمل كل القيم   a R)  ;a  إذا كان كل مجال من الشكل 0x هي  عند  f         أن نهاية 

 نقول

      x  0قريب بالقدر الكافي منx . 

)(lim:  نكتب       xf ونقرأ :)(xf  يؤول إلى  عندماx  0يؤول إلىx. 

                          0xx     

       مثـال: 
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الدالة المعرفة على fلتكن                       :بـ  ;00;
2

1
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x
xf  

 :          عندئذ يكون لدينا بالقدر الذي نريد ، قيما كبيرةxf)(الكافي ، تأخذ بالقدر0من xعندما يقترب        

                                       )(lim xf  

                                                   0x                        

     5( تتـمات على النهـايـات:

      0 - بعض نهـايـات الـدوال المرجعية:
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      .  أويمثل عدد حقيقي أو a.دالتان gوf :ـاتيلعمليات على النهـاا -2    

عددان حقيقيان. l و l  

* نهـاية مجموع دالتين:
   l l l )(lim xf 

ax   

     l  )(lim xg 
ax 

 ح ع ت    ll 

 
 )()(lim xgxf 

ax 

عددان حقيقيان. l و l  * نهـاية جداء دالتين: 
 

0 0    l 
0l

 

l 
0l

 

l 
0l

 

l 
0l 

l )(lim xf 
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         l  )(lim xg 
ax 

       ll ح ع ت ح ع ت   )()(lim xgxf 

ax 

 

. 0l l عددان حقيقيان حيث   و l * نهـاية حاصل قسمة دالتين: 

    0   
 

 
 

 
 

l l l )(lim xf 
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تمرين تطبيقي : 

                                                                :أحسب النهايات التالية    

        )542lim( 2  xx (1                 )1324lim( 23  xxx(4 

                                     x                                             x  
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     إذن                       
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


















1
3

2
1

lim

2

x

x
x

 

   x                                                                                            

إذن                       












x

xx

3

2
lim

3

 

                                                     x 
       3- النهـايـات بالمقارنة:

عدد حقيقي. l h ثلاث دوال و و g ، f مبرهنة0: 

lxgإذا كانت        )(lim وlxh )(lim  وإذا كان من أجلx الكافيكبير بالقدر ، )()()( xhxfxg   

                       x      x 
lxf نفإ                )(lim. 

                         x               
 وعند عدد حقيقي.  ملاحظـة: تمدد هذه المبرهنة إلى حالتي النهاية عند 

     تمرين تطبيقي: 

ى الدالة المعرفة علfلتكن                       :بـ  ;00;
2

sin21
)(

x

x
xf


 

منxبين أنه من أجل كل (0            ;00;:   

                                                        
22

3
)(

1

x
xf

x
 

  .وعندعند fاستنتج نهاية الدالة  (2        

                                     

     الـحـل: 

منxمن أجل كل (0             ;00;:1sin1  x

2sin22ومنه                                                     x 

3sin211ومنه                      x        

  إذن               
222

3sin211

xx

x

x



        

لي      وبالتا               
22

3
)(

1

x
xf

x
        

منxمن أجل كل (2             :، لدينا;00;
22

3
)(

1

x
xf

x

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0بماأن               
1

lim
2











x
0و 

3
lim

2










x
lim)(0فإن xf 

                                   x           x                x  

0بماأن           
1

lim
2











x
0و 

3
lim

2










x
lim)(0فإن  xf 

                               x            x               x 

g  دالتان  و f مبرهنة2: 

)(limإذا كانت     xg وإذا كان من أجلxالكافي كبير بالقدر،)()( xgxf   فإن)(lim xf. 

                   x                                                                                  x 
وعند عدد حقيقي.   ملاحظـة: تمدد هذه المبرهنة إلى حالتي النهاية عند 

     تمرين تطبيقي: 

        :بـ  3x حيث xمن أجل كل عدد حقيقيالدالة المعرفة fلتكن        
3

2
)(




x

x
xf 

ن فإ 3xإذا كان بين أنه  (0        
xx 2

1

3

1



:   

  .عند fاستنتج نهاية الدالة  (2        

     الـحـل:                                 

3 ومنه  3xلدينا   (0         xxx   32أي  xx.  

32وبالتالي          xx        

:      إذن     
xx 2

1

3

1



        

 لدينا 3xمن أجل  (2        
xx 2

1

3

1



.  

 :ومنه                                
x

x

x

x

2

2

3

2



 

xxf:      إذن      2)(         

)(limإذن     x2lim:   وبماأن  xf 

                              x                  x   
g دالتان   و f مبرهنة3: 

)(limإذا كانت      xg وإذا كان من أجلxالكافيكبير بالقدر،)()( xgxf   فإن)(lim xf. 

                    x                                                                                 x 
وعند عدد حقيقي.   ملاحظـة: تمدد هذه المبرهنة إلى حالتي النهاية عند   

    تمرين تطبيقي:

xxx : يكون xمن أجل كل عدد حقيقيبين أنه  (0         232cos3   

)2cos3lim( أحسب  (2         xx .  

    x              
  الـحـل:   

x ،  1cosمن أجل كل عدد حقيقيلدينا ( 0         x  

R ، 3cos3من  x ومنه من أجل كل     x 

x ،xxxبالتالي من أجل كل عدد حقيقي و    232cos3  
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R ،   xxxمن  xلدينا من أجل كل  (2         232cos3   

xxx : الكافيكبير بالقدر  xومنه من أجل كل   232cos3  

وبماأن     )23lim( x  فإن )2cos3lim( xx

                                  x                          x 

 :نهاية دالة مركبة -4     

. vouf  f دوال حيث  v و ، u .   أو  c  تمثل أعدادا حقيقية أو  b و ، a مبرهنة: 

bxuإذا كانت       )(lim  وcxv )(lim   فإن cxf )(lim 

                          ax             bx                ax 

    تمرين تطبيقي0:

2 :بـ  R*المعرفة على  fدالة نعتبر ال         
4

13)(

2











x
xf 

 .  و عند   عند  fأدرس نهاية الدالة          

     الـحـل:   

voufأي بهذا الترتيب vو u  مركب الدالتين  هي fالدالة        حيث: 
x

xu
4

1)(  23و)( 2  xxv 

lim)(1بماأن                xu   5و)(lim xv  5فإن)(lim xf 

                    x              1x            x 

lim)(1بماأن                xu   5و)(lim xv  5فإن)(lim xf 

                           x              1x            x   

    تمرين تطبيقي2:

: بـ  R*المعرفة على  fنعتبر الدالة          









2

π2
cos)(

x
xf 

عند  fأدرس نهاية الدالة         
π

2
  . 

    الـحـل:     

voufبهذا الترتيب أي vو u  مركب الدالتين  هي fالدالة     حيث: 
2

π2
)( 

x
xu وxxv cos)(   

بماأن        
2

π
)(lim xu   0و)(lim xv  0فإن)(lim xf 

                       
π

2
x              

2

π
x               

π

2
x  

  6( المستقيمات المقاربة:

  0 / المستقيمات المقاربة الموازية لأحد محاور الإحداثيات :

        aوb عددان حقيقيان .f  دالة معرفة على مجالI منR و)( fC متعامد معلم البياني في تمثيلها),;ο( ji


.   

 

 ةايــنهــال

 قاربالمستقيم الممعادلة 

)(للمنحني fC هي

ax

xf



)(lim
  أو  

ax

xf



)(lim
ax 
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2

f ;a

abh

( ) ( ).f x ax b h x   lim 0
x

h x


 

( )D y ax b

( )Cf.

1xMN

0 ( ) ( ) ( )   MN f x ax B h x

2( )C( )D

 

     مثـال: 

المعرفة على fنعتبر الدالة                    :بـ  ;11;
x

xxf



1

5
13)( 

       )( fCتعامدم معلم البياني في تمثيلها),;ο( ji


.        

0
1

5
lim 












x
0 و  

1

5
lim 












x
       لدينا 

                                                                          x                    x

13ستقيم الذي معادلتهالمإذن        xy مستقيم مقارب مائل للمنحني)( fC.

     7 ( الوضع النسبي لمنحن ومستقيم مقارب:

)(ليكن         fC  الممثل لدالة  البيانيالمنحنيfمتعامد معلم في),;ο( ji


.        

      )(D   للمنحني مقاربمستقيم)( fC معادلته من الشكلbaxy . 

)( fCبالنسبة إلى)(D نقوم بدراسة إشارة، )()( baxxf . 

. )(D )( يقع تحت المستقيم المقارب fC )()(0 فإن   baxxf        إذا كان 

 




x

bxf )(lim
أو     





x

bxf )(lim
by 

(C)

M

N
(D)

f(x)

X

0 1

1

x

y

 

 x +   

L 
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. )(D )( يقع فوق المستقيم المقارب fC )()(0 فإن   baxxf        إذا كان 

     تمرين تطبيقي:   

        :بـ  Rالمعرفة على fلدالة نعتبر ا        
1

2
14)(

2 


x

x
xxf 

       )( fCمتعامد معلم البياني في تمثيلها),;ο( ji


.        

14الذي معادلتهD)(المستقيم بين أن  (0  xy مقارب مائل للمنحنيمستقيم)( fC.  

  2))( fC  بالنسبة إلى المستقيم)(D. 

 

     الـحـل:                                         

 :، لديناxمن أجل كل عدد حقيقي  (0      
1

2
)14()(

2 


x

x
xxf 

 
1

2
lim)14()(lim

2 


x

x
xxf  

                               x                    x                                     

                             























x
x

1

2
lim  

                                                            x                                     
     إذن                         0)14()(lim  xxf    

                                         x                                                                              

 
1

2
lim)14()(lim

2 


x

x
xxf  

                              x                    x                                     

                             























x
x

1

2
lim  

                                                           x                                     
     إذن                         0)14()(lim  xxf    

                                         x                                                                               

14الذي معادلته D)( المستقيمإذن         xy مستقيم مقارب مائل للمنحني)( fC. 

 :، لديناxمن أجل كل عدد حقيقي  (2      
1

2
)14()(

2 


x

x
xxf 

0)14()(  xxf 0  أي  
1

2
2


x

x
 فإن   0;x          إذا كان 

.  0; D)( على المجال )( يقع تحت المستقيم المقارب fC         إذن المنحني

0)14()(  xxf 0  أي  
1

2
2


x

x
 فإن    ;0x          إذا كان 

.  ;0 D)( على المجال )( يقع فـوق المستقيم المقارب fC        إذن المنحني
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10 تمرين

المعرفة على المجالfنعتبر الدالة           ;2 بـ:        
2

34
)(






x

x
xf 

.  1,4;9,3)( xf ax فإن   a حيث إذا كان   0( أوجد عددا حقيقيا

. f )(  الممثل للدالة  fC 4y مستقيم مقارب للمنحنى ذو المعادلة  )Δ(  2( بين أن المستقيم 

)(أدرس وضعية المنحني  (3       fC بالنسبة إلى المستقيم)Δ(. 

 الـحـل:   

      1,4)(9,3  xf  يعني   1,4;9,3)( xf     )0 

1,4أي                                         
2

34
9,3 






x

x
 

9,3)2(1,434)2(ومنه              xxx  02لأن x 

2,81,4348,79,3أي                 xxx 

)2,81,434(ومنه              xx      348,79,3(و(  xx 

)2,111,0(ومنه              x      8,101,0(و(  x 

)112(عندئذ            x    108(و( x 

 112xو بالتالي           

 112aإذن  

       

2)              













2

34
lim)(lim

x

x
xf 

                          x      x      

                























x
x

x
x

2
1

3
4

lim 

                          x      

 

 تمـــارين محلولــة
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























x

x
2

1

3
4

lim 

                          x      

lim)(4ي  وبالتال          xf 

                             x                    

. f )(  الممثل للدالة  fC 4y مستقيم مقارب للمنحنى ذو المعادلة  )Δ(      إذن المستقيم

 

 

 

3)                      4
2

34
4)( 






x

x
xf      

             
2

8434






x

xx
 

وبالتالي                  
2

11
4)(




x
xf 

من المجال xمن أجل كل        ;2،0
2

11


x
)(04أي   xf 

)(إذن المنحني        fC يقع فوق المستقيم)Δ(. 

12 تمرين

المعرفة على المجال fنعتبر الدالة         3;بـ :       
3

12
)(






x

x
xf 

 .  1,2;9,1 ينتمي إلى  )(xf ax فإن  a حيث إذا كان  0( أوجد عددا حقيقيا

. f )(  الممثل للدالة  fC 2y مستقيم مقارب للمنحنى ذو المعادلة )Δ(     2( بين أن المستقيم

)(أدرس وضعية المنحني  (3     fC بالنسبة إلى المستقيم)Δ(. 

 الـحـل:   

         1,2)(9,1  xf  يعني   1,2;9,1)( xf  )0 

1,2أي                                      
3

12
9,1 






x

x
 

1,2)3(9,112)3(ومنه              xxx  03لأنx 

7,59,1123,61,2أي                 xxx 

)7,59,112(ومنه              xx      123,61,2(و(  xx 

)7,61,0(منه  و           x      3,71,0(و( x 

)67(عندئذ             x      73(و( x 

 67xوبالتالي           

 67aإذن  

2 )             













3

12
lim)(lim

x

x
xf 

                          x     x      
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





















x
x

x
x

3
1

1
2

lim 

                          x                  

                   

























x

x
3

1

1
2

lim 

                          x                  

lim)(2وبالتالي                  xf 

                                   x                  

. f )( الممثل للدالة  fC 2y مستقيم مقارب للمنحنى ذو المعادلة  )Δ(      إذن المستقيم

          3)            2
3

12
2)( 






x

x
xf      

                
3

6212






x

xx
 

وبالتالي                  
3

7
2)(




x
xf 

من المجال  xمن أجل كل        3;،0
3

7


x
)(02أي   xf 

)(إذن المنحني        fC  يقع تحت المستقيم)Δ(. 

13  تمرين

0أثبت باستعمال التعريف أن         
3

2
lim 

x
  

                                                    x 

 الـحـل:   

نضع      
3

2
)(




x
xf 

ليكن          baI ;   حيثba  0   I) 0مفتوح يشمل العدد  مجال(  

من المجالx من أجل          ;303 :، يكون لديناx 

         Ixf )(      يعنيaxf )(      وbxf )(  

aأي                               
x


 3

2
bو     

x


 3

2
 

aaxومنه                                32      وbbx 32  

23ومنه                               aax     23و  bbx 

ومنه                             
a

a
x

23 
     و

b

b
x

23 
 

إذن                             
a

x
2

3     و
b

x
2

3 
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وبالتالي                             
b

x
2

3 

كبير بالقدر الكافي x نستنتج أنه من أجل         









b
x

2
 .xf)(كل قيم يشمل  Iجال ، الم3

lim)(0ومنه                  xf            0أي
3

2
lim 

x
 

                            x                          x          

41تمرين     

a و b عددان حقيقيان.

 .
b

b

a

a










3

2

3

2
ba  فإن    3   0( برهن أنه إذا كان 

3أثبت باستعمال التعريف أن   (2     
1

23
lim 





x

x
  

                                                         x 
 

 الـحـل:   

 03 b 03a  و  3b    أي   3a  و   ba  ومنه      3   0( لدينا 

)3)(3(0تالي   وبال                                       ba 

                          
)3)(3(

)3)(2()3)(2(

3

2

3

2

ba

abba

b

b

a

a














 

                
)3)(3(

)263(263

ba

aabbbaba




 

                  
)3)(3(

263263

ba

aabbbaba




 

                                                 
)3)(3(

55

ba

ba




 

إذن                
)3)(3(

)(5

3

2

3

2















ba

ba

b

b

a

a
 

)3)(3(0و    0baبماأن              ba    0فإن
3

2

3

2











b

b

a

a
 

إذن                 
b

b

a

a










3

2

3

2
 

3إثبات باستعمال التعريف أن   (2      
1

23
lim 





x

x
  

                                                          x 

نضع             
1

23
)(






x

x
xf 

ليكن          baI ;   حيثba  3   I) 3مفتوح يشمل العدد  مجال (  

لمجالمن اx من أجل            01x :، يكون لدينا1;

         Ixf )(      يعنيaxf )(      وbxf )(  

aأي                               
x

x






1

23
bو     

x

x






1

23
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aaxxومنه                                23     وbbxx 23 

)3(2ومنه                               axa     3(2و(  bxb 

ومنه                             
a

a
x






3

2
و     

b

b
x






3

2
 

إذن                             
a

a
x






3

2
لأن         

b

b

a

a










3

2

3

2
 

كبير بالقدر الكافي x نستنتج أنه من أجل           













a

a
x

3

2
 .xf)(كل قيم  يشمل  I، المجال 

lim)(3ومنه                  xf        3أي
1

23
lim 





x

x
 

                            x                        x 

15 تمرين

)(13       :بـ  Rالمعرفة على  fنعتبر الدالة          xxf 

)(limأثبت باستعمال التعريف أن          xf  

                                                       x 
 

 الـحـل:   

 . عددا حقيقيا موجبا aليكن         

          ;)( axf      يعنيax 13       

13أي                                       ax      

إذن                               
3

1


a
x      

كبير بالقدر الكافي x أنه من أجل نستنتج        






 


3

1a
xالمجال ، ;a  كل قيم يشمل)(xf. 

)(limإذن                   xf 

                               x                        

16 تمرين

الدالة المعرفة على المجال fلتكن           )(3         :بـ 3;  xxf 

)(lim:  أثبت باستعمال التعريف أن         xf. 

                                                     x    

 الـحـل:   

 . عددا حقيقيا موجبا aليكن         

من المجالx من أجل            03x :، يكون لدينا3;

           ;)( axf      يعنيax  3       

23أي                                       ax       

32إذن                                      ax      

كبير بالقدر الكافي x نستنتج أنه من أجل          32  axالمجال ، ;a  كل قيم  يشمل)(xf. 

)(limإذن                   xf 

                               x                        

71تمرين      
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المعرفة على fنعتبر الدالة                      :بـ  ;22;
2

3
13)(




x
xxf 

       )( fCمتعامد معلم البياني في تمثيلها),;ο( ji


.      

13الذي معادلتهD)(المستقيم بين أن  (0      xyمستقيم مقارب مائل للمنحني)( fC.  

  2))( fC  بالنسبة إلى المستقيم)(D. 

 الـحـل:

منxمن أجل كل عدد حقيقي  (0            :، لدينا ;22;

                                            
2

3
)13()(




x
xxf 

  إذن    0)13()(lim  xxf      و  0)13()(lim  xxf 

                           x                               x 

13الذي معادلته D)( المستقيمإذن       xyمستقيم مقارب مائل للمنحني)( fC. 

منxمن أجل كل عدد حقيقي  (2               :، لدينا ;22;
2

3
)13()(




x
xxf 

0)13()(  xxf 0  أي  
2

3





x
 فإن   2;x          إذا كان 

.  2; D)( على المجال )( يقع فـوق المستقيم المقارب fC         إذن المنحني

0)13()(  xxf 0  أي  
2

3





x
 فإن    ;2x          إذا كان 

.  ;2 D)( على المجال )( يقع تحت المستقيم المقارب fC        إذن المنحني

81تمرين      

: بـ  Rالمعرفة على fنعتبر الدالة         
4

3

2

1
)(

2 


x

x
xxf 

       )( fCمتعامد معلم البياني في تمثيلها),;ο( ji


.     

الذي معادلتهD)(المستقيم بين أن  (0    
2

1
 xyمستقيم مقارب مائل للمنحني)( fC.  

  2))( fC  بالنسبة إلى المستقيم)(D. 

 الـحـل:   

       :، لديناxمن أجل كل عدد حقيقي  (0      
4

3

2

1
)(

2 











x

x
xxf     أي

x
x

xxf
4

3

2

1
)(











 

0  إذن                   
2

1
)(lim 
















 xxf     0و

2

1
)(lim 
















 xxf 

                                             x                               x 

الذي معادلتهD)( المستقيمإذن     
2

1
 xy مستقيم مقارب مائل للمنحني)( fC. 

 :، لديناxمن أجل كل عدد حقيقي  (2    
4

3

2

1
)(

2 











x

x
xxf 
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0
2

1
)( 








 xxf 0  أي  

4

3
2


x

x
 فإن   0;x          إذا كان 

.  0; D)( على المجال )( يقع تحت المستقيم المقارب fC         إذن المنحني

0
2

1
)( 








 xxf 0  أي  

4

3
2


x

x
 فإن    ;0x          إذا كان 

.  ;0 D)( على المجال )( يقع فـوق المستقيم المقارب fC        إذن المنحني

91تمرين      

المعرفة على المجالfنعتبر الدالة          ;2  بـ :
2

23
)(

2






x

xx
xf 

       )( fCمتعامد معلم البياني في تمثيلها),;ο( ji


.        

lim)(أحسب (0       xf.  

                   x

من المجالxبحيث من أجل كل cو a ،bعين الأعداد الحقيقية (أ       2) ;2:
2

)(



x

c
baxxf 

1الذي معادلته D)(المستقيم (ب  xy مستقيم مقارب مائل)( fC عند. 

lim)(أحسب (3       xf ثم فسر النتيجة هندسيا.  

                 2x 

 الـحـل:   

       0)       













2

23
lim)(lim

2

x

xx
xf 

                                 x   x 

























x

x
x

2
1

2
3

lim 

                                      x                                                                                       

)(limإذن                   xf 

                               x                                                         
من المجالxمن أجل كل (أ2)       ;2لدينا ،: 

                                                           
2

)(



x

c
baxxf                                                       

                                                    
2

)2)((






x

cxbax
                                                

إذن                    
2

)2()2(
)(.).........1(

2






x

bcxabax
xf 

:    ولدينا من جهة أخرى           
2

23
)(.).........2(

2






x

xx
xf 

 : نجد)2(و )1(بالمطابقة بين       
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













22

32

1

bc

ab

a

أي            














22

32

1

bc

ab

a

إذن             














4

1

1

c

b

a

 

:   عندئذ       
2

4
1)(




x
xxf 

من المجالxمن أجل كل (ب     ;2لدينا ،:
2

4
)1()(




x
xxf  

 إذن                  0)1()(lim  xxf 

                                           x 

1الذي معادلته D)( المستقيمإذن      xy يمستقيم مقارب مائل للمنحن)( fC  عند. 

      3)     













2

23
lim)(lim

2

x

xx
xf                  إذن)(lim xf

                            2x  2x                            2x

                           . 2x )( يقبل مستقـيم مقارب معادلته  fC   إذن المنحني 

01تمرين    

المعرفة على fنعتبر الدالة             2: بـ  ;22;

23

)2(

53
)(






x

xx
xf 

       )( fCمتعامد ومتجانس معلم البياني في تمثيلها),;ο( ji


.        

                   .عند أطراف مجموعة تعريفهاfأحسب نهايات الدالة (0      

1الذي معادلتهD)(المستقيم (2       xyمستقيم مقارب مائل)( fC عند وعند. 

     3) )( fC  بالنسبة إلى المستقيم)(D. 

)(يحقـقxحيث من أجل كل nعين أصغر عدد طبيعي  4)       nx يكون لدينا ،: 

                                    
100

1
)1()(  xxf 

 الـحـل:   

       0)          













2

23

)2(

53
lim)(lim

x

xx
xf 

                                  x   x 















44

53
lim

2

23

xx

xx
 

                                       x   

























2

2

44
1

5
3

lim

xx

x
x

 

                                       x   
)(limإذن                   xf 
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                               x                                                         
                      )(lim xf 

                             2x                                                         
                      )(lim xf  

                             2x                                                         

                    













2

23

)2(

53
lim)(lim

x

xx
xf 

                                 x   x 

























2

2

44
1

5
3

lim

xx

x
x

 

                                        x   
)(limإذن                   xf 

                               x                                                         
من xمن أجل كل (2           :، لدينا;22;

                                         )1(
)2(

53
)1()(

2

23





 x

x

xx
xxf 

                             2

223

)2(

)1()2(53






x

xxxx
     

                     2

223

)2(

)1)(44(53






x

xxxxx
 

                            2

2323

)2(

)43(53






x

xxxx
 

)2(2إذن                          

1
)1()(




x
xxf 

بماأن   0)1()(lim  xxf     و  0)1()(lim  xxf      

                            x                          x 

1الذي معادلته D)( المستقيمإذن  xy مستقيم مقارب مائل للمنحني)( fC عند وعند. 

من xمن أجل كل (3          )()1(0 :، لدينا;22;  xxf 

 .     ;22; D)( على  )( يقع فـوق المستقيم المقارب fC        إذن المنحني

)(يحقـقxحيث من أجل كل nأصغر عدد طبيعي  تعيين       4) nx يكون لدينا ،:
100

1
)1()(  xxf  

              
100

1
)1()(  xxf      يعني

100

1

)2(

1
2


x
       

)2(100أي                                                     2 x2   لأنx  

)2(010ومنه                                                   22 x      

)8)(12(0  ومنه                                                  xx   

x             8                12                  
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إذن                              01,1;99,0x      
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                                 1x                       1x  
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 الـحـل:   

من المجال xمن أجل كل عدد حقيقي (0            ;1لدينا، :
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1
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1 


 xx
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0 بما أن  
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

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

x

x
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x
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
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
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
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
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

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



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x: عندئذ  

x

xxx




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       فإن xlim و  
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1:لدينا            
12

1





x

x
: عندئذ  

xxx

x

x

1

)1(2

1





0    بماأن        
2

1
lim 

x
0 و  

1
lim 

x
0 فإن   

)1(
lim 














xx

x
 

                       x         x                          x 

27تمرين      

     
2

4
2)(

x
xf   بـ:        ;0 المعرفة على المجال  f                    نعتبر الدالة

lim)(أحسب              xf.                       

                      x

 الـحـل:   

 بما أن         
2

4
2)(

x
xf  0و

4
lim

2


x
lim)(02فإن   xf 

                                                       x                        x 
 وبالتالي                       02)(lim xf                                                 

                                                   x 

lim)(2 إذن                      xf                                                 

                                       x 

28تمرين      

                 43)( 2  xxxf المعرفة  بـ:          f                        نعتبر الدالة

.عاملين من الدرجة الأولى إلى جداءxf)( ثم حللf)1(أحسب (0        

نضع   (2           2;11;0 D.          

)(1:يحقـق k، يوجد عدد حقيقي موجب Dمن xكل  من أجلأثبت أنه  xkxf

lim)(0: استنتج مما سبـق أن (3         xf.         

                                                 1x                   
 الـحـل:   

        0)    0)1( f.

)1(0بما أن             f   1(فإن)(()(  xbaxxf 

 .عددان حقيقيان يطلب تعيينهما bو  aحيث            
                          )1)(()(  xbaxxf 

bxabaxxf: عندئذ                     )()().........1( 2 

                                        43)().........2( 2  xxxf 

3و     1a: نجد)2(و  )1(من        ab       4وb 

)()4)(1(عندئذ            4bو     1aإذن               xxxf 

)(14        :، لديناDمن  xمن أجل كل  (2              xxxf   

       2;11;0 x             معناه      6;55;4)4( x   

64أي      x 

1614ومنه                                        xxx 

)(16إذن                                          xxf 
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)(1     :يحقـق 6kحيث   kوبالتالي يوجد عدد حقيقي موجب            xkxf  

)(16 بما أن (3         xxf 016وlim x  0فإن)(lim xf 

                             1x                     1x 
lim)(0 إذن                      xf                                                 

                                        1x 
 

29تمرين      

               12)( 2  xxxf المعرفة  بـ:        f                         نعتبر الدالة

نضع   (0            4;33;2 D.          

)(32:يحقـق k، يوجد عدد حقيقي موجب Dمن xكل  من أجلأثبت أنه  xkxf

lim)(: استنتج مما سبـق (2          xf.         

                                       3x                   
 :الـحـل  

)(322         :، لديناDمن  xمن أجل كل  (0          2  xxxf  

)(312أي                             xxxf 

       4;33;2 x             معناه      5;44;3)1( x   

51أي      x 

3531ومنه                                        xxx 

)(352إذن                                          xxf 

)(32:يحقـق 5kحيث   kوبالتالي يوجد عدد حقيقي موجب                 xkxf  

)(352 بما أن (2            xxf 035وlim x    

                                                                             3x 

lim)(02فإن            xf      2وبالتالي)(lim xf 

                                    3x                              3x 

31تمرين       







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
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π
sin)2()( 2

x

x
xxf  بـ:       ;22; المعرفة على  f                        نعتبر الدالة

من xكل  من أجلأنه تحقـق (0    ;22;:2)2()(  xxf

lim)(0: ناستنتج أ (2              xf.         

                                         2x                   
 الـحـل:   

من  xمن أجل كل  (0             1:، لدينا;22;
2

π
sin 









x
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   ومنه                 
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2

π
sin)2( 






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
 x
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x
x 

وبالتالي                    
22 )2(

2

π
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




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
 x
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)()2(2إذن                       xxf 

)()2(2  بما أن  (2            xxf   2(0 وlim( 2 x    

                                                                               2x 

lim)(0فإن            xf      0وبالتالي)(lim xf 

                             2x                             2x 
 
 
 

أحسب النهايات التالية، عمال المرافقباست30تمرين       

        
x

x 24
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
 (1                                        

2

22
lim





x

x
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                                              0x                                          2x                              

       
1

23
lim




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x
(2                                         (4  

2

325
lim





x

x
 

                         2x                                                           1x                                       
 الـحـل:   

 :  يكون لدينا ،0xو  4xحيث x كل عدد حقيقي من أجل (0         
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
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
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
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

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 :  يكون لدينا ،1xو  3xحيث x كل عدد حقيقي من أجل (2       
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 :  يكون لدينا ،2xو  2xحيث x كل عدد حقيقي من أجل (3       

                         
)22)(2(

)22)(22(

2

22










xx

xx

x

x
 

                                   
)22)(2(

42






xx

x
     

                                   
)22)(2(

2






xx

x
 

    
)22(

1

2

22








xx

x
 

                          
)22(

1
lim

2

22
lim








xx

x
 

                                              2x                    2x  
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حيث x كل عدد حقيقي من أجل (4       
2

5
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.نهايات عند الصفر،ثم أحسبها لىإالنهايات التالية 32تمرين       
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 الـحـل:       
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33تمرين      
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xx sin1sin1
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
               أحسب النهاية التالية:         

                                                     0x                                                                        
 الـحـل:   

       من أجل كل عدد حقيقي x غير معدوم، لدينا:

)sin1sin1(

)sin1sin1)(sin1sin1(sin1sin1

xxx

xxxx

x

xx







  

          
)sin1sin1(

)sin1()sin1(

xxx

xx




    

         
)sin1sin1(

sin2

xxx

x


     

                                                       



















xxx

x

sin1sin1

2sin
 

   1
sin1sin1

2
lim 

 xx
1   و 

sin
lim 

x

x
         لدينا    
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              إذن      

        0x                                                          

34     تمرين

هي دالتها المشتقة.   f         لتكن f الدالة المعرفة بجدول تغيراتها التالي،
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2
)(




x

c
baxxf    بـ:       ;22; f معرفة على    نقبل أن الدالة  

c أعــداد حـقـيـقـية. b  و   ، a    حيـث  

  . c a  و  xf)( بدلالة             1) أحسب

. 1c  ،  3b ، 1a ستعـانة بجـدول التغـيرات ، بين أن:           2) با

          3)أتـمـم جـدول التغـيرات بـتعـيـيـن النهـايـات المنقـوصة .

3 كمستقـيم مقارب xy D)( الذي معادلته  الممثل للـدالة  f  يقبل المستقـيم  )( fC          4) بين أن المنحنى 

.   وعند            عند 

 . )(D )( بالنسبة للمستـقـيم  fC          5) أدرس وضعـية المنحنى 

حيث m عدد حقـيقي معـطى.   mxf           6) عـين، فـي R،عــدد حـلول المعادلة

 

 

 الـحـل:   

  : c a و  xf)(  بدلالة              1) حساب

   
2)2(

)(



x

c
axf         من أجل كل عدد حقيقي x  يختلف عن 2 ، لدينا :  

                                    
2

2

)2(

)2(
)(






x

cxa
xf                                           ومنـــه         
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
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2

2

)2(
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




x

caaxax
xf   إذن         

 0)1( f ، 1)3( f ، 3)1( f        2) من جدول التغيرات ،  نلاحظ أن : 

3 cba )1(3   يعني       f         

     13  cba )3(1     يعني       f         

    ca  0   أي    ca )1(0    يعني      f          

        3b 3   ومنه   cbc 3   ومنه     cba      لديــنا: 

       1c 133    ومنه      cc 13  ومنه    cba        

                                                                 1a ca  فإن                 وبما أن

2

1
3)(




x
xxf 1c     عـنـــــدئــذ   ،  3b    ،    1a             إذن   

      3)إتـمام جـدول التغـيرات بـتعـيـيـن النهـايـات المنقـوصة:
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      )(lim xf        إذن    
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             2x                       2x   2x                  
     

     

    

  0)3()(lim  xxf       أي       











2

1
lim)3()(lim

x
xxf     (4      

                    x                                 x                 x                    

     0)3()(lim  xxf      أي       0
2

1
lim)3()(lim 












x
xxf               

       x                                 x                x                        

3 كمستقـيم مقارب xy D)(  الذي معادلته  الممثل للـدالة  f  يقبل المستقـيم  )( fC             إذن المنحنى 

.   وعند           عند 

 :
2

1
)3()(




x
xxf )(D )( بالنسبة للمستـقـيم  fC      5) دراسة وضعـية المنحنى 

                    0)3()(  xxf 02 ومــنه  x 2x فــإن          إذا كـان

.  ;2 على المجال  )(D )( يقـــع فـــوق المــســتقيم  fC         إذن المنحــنى

0)3()(  xxf 02 ومــنه  x 2x فــإن          إذا كـان

 .  2; على المجال  )(D )( يقـــع تحت المــســتقيم  fC         إذن المنحــنى

:R فــي   mxf       6) تعييـن عـدد حـلول المعــادلــة 

.R تـقــبــل حــلـيـن في   mxf  3m فـإن المعادلــة          إذا كـــان 

.R تـقــبــل حلا مضاعفـا في   mxf  3m فـإن المعادلــة           إذا كـــان 

.R لا تـقــبــل حلـولا في   mxf  13 فـإن المعادلــة   m            إذا كـــان 

.R تـقــبــل حلا مضاعفـا في   mxf  1m  فـإن المعادلــة         إذا كـــان 

.R تـقــبــل حــلـيـن في   mxf  1m  فـإن  المعادلــة         إذا كـــان 

35     تمرين

هي دالتها المشتقة.  f            لتكن f الدالة المعرفة بجدول تغيراتها التالي،

x            1               2                3         

)(xf        +        0     −                −     0     + 

 

)(xf  

 −3 

 

                     

                       
 

                1 

x            2               3                4         
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3
)(




x

c
baxxf    بـ:       ;33; f معرفة على    نقبل أن الدالة  

أعــداد حـقـيـقـية. c b  و   ، a    حيـث  

   . c a  و  xf)(  بدلالة            1)  أحسب

. 1c ، 2b  ، 1a ستعـانة بجـدول التغـيرات ، بين أن:           2)با

        3)أتـمـم جـدول التغـيرات بـتعـيـيـن النهـايـات المنقـوصة .

2  كمستقـيم مقارب xy D)( الذي معادلته  الممثل للـدالة  f  يقبل المستقـيم  )( fC         4) بين أن المنحنى 

.   وعند         عند 

 . )(D )( بالنسبة للمستـقـيم  fC         5) أدرس وضعـية المنحنى 

حيث m عدد حقـيقي معـطى.   mxf          6) عـين، فـي R،عــدد حـلول المعادلة

 الـحـل:   

:c a و  xf)(  بدلالة            1) حساب

   
2)3(

)(



x

c
axf        من أجل كل عدد حقيقي x  يختلف عن 3 ، لدينا :  

                            
2

2

)3(

)3(






x

cxa
                                                                    

                        
2

2

)3(

)96(






x

cxxa
                               

                          
2

2

)3(

96
)(






x

caaxax
xf   إذن        

 0)2( f   ، 3)4( f ، 1)2( f        2) من جدول التغيرات ،  نلاحظ أن : 

12  cba )2(1     يعني       f                 

     34  cba )4(3     يعني       f                   

    ca  0   أي    ca )2(0    يعني      f                    

12  cbc 12   ومنه      cba               لديــنا:   

1 cb                                                     ومنه    

  1a 314    ومنه     a 34  ومنه    cba            

)(xf    +      0     −                −     0     +    

 

)(xf  

 −1 

 

…                       

…                      

 

               3 
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                                                  1c ca  فإن            وبما أن    

2b cb   ومنه      1 1   ومنه    cb                      

    
3

1
2)(




x
xxf 1c        عـنـــــدئــذ         ،  2b    ،    1a     إذن   

       3)إتـمام جـدول التغـيرات بـتعـيـيـن النهـايـات المنقـوصة:

            )(lim xf           ومنه    











3

1
2lim)(lim

x
xxf             

                           x                             x   x                           

         )(lim xf     ومنه    











3

1
2lim)(lim

x
xxf             

           3x                       3x   3x                     
          

  0)2()(lim  xxf   ومنه      











3

1
lim)2()(lim

x
xxf         (4        

         x                                x                 x                       

                         0)2()(lim  xxf    ومنه       











3

1
lim)2()(lim

x
xxf                     

                                  x                                  x                 x  

2 كمستقـيم مقارب xy D)( الذي معادلته  الممثل للـدالة  f  يقبل المستقـيم  )( fC             إذن المنحنى

.   وعند           عند 

 :
3

1
)2()(




x
xxf )(D )( بالنسبة للمستـقـيم  fC         5)  دراسة وضعـية المنحنى 

      0)2()(  xxf 03 ومــنه  x 3x فــإن          إذا كـان

 .  ;3 على المجال  )(D )( يقـــع فـــوق المــســتقيم  fC         إذن المنحــنى

0)2()(  xxf 03 ومــنه  x 3x فــإن         إذا كـان

 .  3; على المجال  )(D )( يقـــع تحت المــســتقيم  fC        إذن المنحــنى

R فــي   mxf       6) تعييـن عـدد حـلول المعــادلــة 

.R تـقــبــل حــلـيـن في   mxf  1m فـإن المعادلــة            إذا كـــان 

.R تـقــبــل حلا مضاعفـا في   mxf  1m فـإن المعادلــة             إذا كـــان 

.R لا تـقــبــل حلـولا في   mxf  31 فـإن المعادلــة   m              إذا كـــان 

.R تـقــبــل حلا مضاعفـا في   mxf  3m  فـإن المعادلــة           إذا كـــان 

 x            2               3                4         
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.R تـقــبــل حــلـيـن في   mxf  3m  فـإن  المعادلــة           إذا كـــان 

    تمرين 36: 

       نعـتـبـر الدالتين  f وg المعـرفـتـيـن بجـدولـي تغـيـراتـهمـا كما يلي:
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    أحسب مايلي :                                                                              

                                                                 )0)((gof     (1      

                                                                 )1)(( fog     (2     

                                                            ))(lim( xfog     (3     

                                            x  

                                                           ))(lim( xgof      (4     

                                          x  
                                                           ))(lim( xgf       (5     

                                          x  
 الـحـل:   

                                       )0()0)(( fggof      (1            

     1)0)(( gof )0(1   فإن        g )0(0  و    f    بما أن  

                                                       )1()1)(( gffog      (2           

                        4)1)(( fog )2(4   فإن        f )1(2  و    g  بما أن  

                                 )(lim))(lim( xgfxfog                  (3          

           x        x                                  
                               xflim   و    xglim      بما أن  :     

         x              x                                                      
                                               ))(lim( xfog              إذن:    

           x  
                                  )(lim))(lim( xfgxgof      (4            

                                                     x        x                       

                                      0lim xg   و   xflim         لدينا   

        x          x                                                   

x             0              2                       

 

)(xf  

 

                                                      
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                               – 4  

x    0    1                3                

 

 

)(xg  
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                                                0))(lim( xgof                   إذن:  

              x                                   

                     )(lim)(lim))(lim( xgxfxgf         (5         

                                 x          x   x                    
                     ))(lim( xgf                   إذن:       

 x                                              

تمـــارين 

 محلولــة

 
 


